La courbure de ’espace-temps
par Alain Bonnier, D.Sc. (physique)

1. La gravitation

7 Selon la théorie gravitationnelle de Newton, tous
les objets s’attirent avec une force F proportion-
M F nelle au produit M x m de leur masse et en
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C’est cette force gravitationnelle qui explique la
r chute d’une pomme, le mouvement des planétes,
des satellites, des galaxies, etc.
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Einstein a présenté en 1916 une autre interpréta-
tion de la gravitation : L’espace-temps est courbé
par la maticre. Et les objets qui se déplacent en

< « ligne droite » dans cet espace courbe suivent une
------------------------- 7 trajectoire qui est elle-méme courbe. Un peu com-

l me I’exemple ci-contre d’une membrane de caou-

: tchouc déformée par une masse placée en son cen-
tre. La tortue sur cette membrane croit se déplacer
en ligne droite en plagant une patte devant I’autre.
Elle décrit en fait une trajectoire courbe. De méme
pour la bille blanche ci-contre qui décrit une

“ligne droite” mais dont la trajectoire est déviée par la courbure de la membrane.

2. La courbure d’un espace a deux dimensions

calotte Sphél‘l que Izour mieux cor’I,lprendre ce q1’1 on entend par cqurbure ’de

I’espace-temps”, regardons d’abord le cas plus simple d’un
espace courbe a deux dimensions comme la calotte sphéri-
que ci-contre.

Un habitant vivant sur cet espace et qui voudrait vérifier si

_____ son espace est courbe ou plat pourrait y arriver de la fagon
] suivante : A I’aide d’une longue corde fixée en un point, il
trace un cercle de circonférence C. Sachant que la circonfé-
rence d’un cercle C est théoriquement égale a 2 7rfois son
rayon, il en déduit que

rac= C/2TT (Eq. 2)

A sa grande surprise, quand il compare cette valeur avec la
longueur de sa corde dont la longueur mesurée est 7., et qui
lui a servi de rayon, il constate que 7,..; n’est pas égal a 7y, !
Il devra en conclure que son espace est courbe et que
la différence Ar = (7nes — ¥in¢) €st une mesure de la courbure de son espace. (Il peut méme calculer le
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rayon de courbure R de son espace par la relation R » [Irfm <= 6Dr .)



3. La courbure d’un espace a trois dimensions

Dans le cas d’un espace a trois dimensions, il est plus difficile d’imaginer comment il peut étre courbé.
Mais on peut quand méme définir cette courbure en procédant par analogie avec notre espace a deux
dimensions. Pour ce faire, on reprend une corde de longueur r,., fixée en un point. Mais au lieu de
tracer un cercle C, on trace une sphére S. Puis au lieu de mesurer la circonférence C du cercle, on me-
sure la surface S de la sphere. Sachant que la surface S d’une spheére est égale a 4 /rfois son rayon au
carré, on en déduit que 7, dls 4p . En comparant cette valeur 7 avec ., (la longueur mesurée
de la corde qui nous a servi de rayon), on peut vérifier comme dans le cas précédant si notre espace est
courbe ou non. La différence Ar = (7.s — rue) €st encore ici une mesure de la courbure de notre espace a
trois dimensions.

4. L’espace est courbe

Maintenant, la “question qui tue” : Est-ce vrai ? L’espace a trois dimensions dans lequel nous vivons
est-il réellement courbe ? Plusieurs personnes (dont le physicien Carl Gauss entre autres au XIX°siécle)
ont essay¢ de mesurer cette courbure prés de la Terre mais sans succes. C’est parce que cette courbure
est trés faible.

En réfléchissant sur la gravitation, Einstein proposa I’idée que la matiére courbe I’espace. Selon ses
calculs, prés d’un objet de masse M, la différence Ar entre le rayon mesuré et le rayon théorique est
Draﬂiﬂw (Eq. 3)
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ou G est la constante gravitationnelle (6,67 x 107" m*/kg-s?) et ¢ la vitesse de la lumiére (3 x 10° m/s).

Prés de la surface de la Terre, par exemple, dont la mass M est de 5,98 x 10*kg, on obtient un Ar égal
a 1,5 mm. Comparé au rayon de la Terre qui est de 6,38 x 10° m, on voit que la courbure de I’espace
pres de la Terre ne représente que 0,2 milliardiéme du rayon terrestre.

Le Soleil, par contre, a une masse 330 000 fois su-
périeure a la Terre et présente une différence Ar de
495 m. Par rapport a son rayon (qui est 109 fois
supérieur a la Terre), cela représente une courbure
de 71 milliardiéme. On a pu mesurer cette courbu-
re de I’espace pres du Soleil lors de I’éclipse de
1919 en observant la déviation (la différence entre
Bet 6’ dans la figure ci-contre) de la lumiére stel-
* laire passant prés de sa surface. Cette déviation
d’a peine 1,75 seconde d’arc (1 seconde d’arc cor-

Soleil respond a 1/3600 de degré) prédite par Einstein a

o1€l été mesurée avec une précision de 0,10 seconde
d’arc. (Le deuxiéme plus gros corps du systeme
solaire, Jupiter, produirait une déviation d’a peine
0,02 seconde d’arc. Déviation trop faible pour
avoir été observée jusqu’a maintenant.)




5. L’écoulement du temps dans un champ gravitationnel

6. L’espace-temps est courbe

En 1905, Einstein a démontré que le temps ne s’¢é-
coulait pas au méme rythme pour deux observa-
teurs se déplacant a une vitesse constante relative.
Si v est la vitesse d’un observateur B par rapport a
A et si le temps écoulé pour 4 est A, alors le
temps écoulé pour B est

Dt, ,
PR e B

Etsiv << alors Dt »Dt,010v’ <=2¢°0 .

En analysant le comportement des horloges dans
une fusée ayant une accélération g, Einstein a pu
démontrer également que le temps s’écoulait plus
rapidement a I’avant qu’a Parricre. Il postula qu’il
devait en étre de méme dans un champ gravitation-
nel d’accélération g : Une horloge située a une
hauteur 4 dans un champ ou ’accélération gra-
vitationnelle est g, avancera plus rapidement
qu’une horloge située au sol, selon la relation :

Dt » Dt 01— gh<= ¢l (Eq. 5)

Une autre fagon de vérifier la courbure d’un espa-
ce consiste a dessiner des figures géométriques
comme des triangles ou des rectangles. Par exem-
ple, si on essaye de dessiner un carré sur une sur-
face plate, les quatre coins se rejoignent. Par con-
tre, si on essaye de dessiner un carré sur une surfa-
ce courbe, telle une sphere par exemple, on cons-
tate qu’on ne peut dessiner quatre cotés €gaux a-
yant des coins a angle droit. En effet, si on trace
une droite BD, puis une autre droite BA perpendi-
culaire a la premicre, puis une droite 4C perpendi-
culaire a AB, puis finalement une quatriéme droite
DC’ perpendiculaire a BD, les points C et C’" ne
coincident pas.

Dans la théorie de la Relativité, I’espace et le temps sont intimement liés. IIs forment un continuum
“espace-temps” a quatre dimensions : trois dimensions spatiales et une dimension temporelle. Si
I’espace est courbé par la matiere, il aurait ét¢ étonnant que 1’espace-temps dans son ensemble ne le soit

pas également.



oD ¢

oD

oD ¢

100 m

Pour vérifier si I’espace-temps est vraiment cour-
be, nous allons essayer de dessiner un rectangle
dans I’espace-temps pres de la Terre. Si les quatre
cotés du rectangle se rejoignent, on en déduira que
I’espace-temps est plat. Sinon il faudra en conclu-
re qu’il est courbe.

Fixons d’abord un référentiel comportant un axe
temporel ¢ horizontal et un axe spatial / vertical.

Plagons ensuite notre crayon sur une feuille de
papier au point B et attendons 100 secondes jus-
qu’a ce qu’il soit rendu au point D. On vient de
tracer une droite BD dans le temps !

Remettons notre crayon au point B puis tragons
(rapidement ! je dirais méme “instantanément”,
pour ne pas se déplacer dans le temps...) une droi-
te verticale de 100 métres jusqu’au point 4. Nous
venons ainsi de dessiner les deux premiers cotés de
notre rectangle.

On pose maintenant notre crayon au point 4, et
on attend 100 secondes jusqu’a ce qu’il soit rendu
au point C.

On revient ensuite au point D, d’ou on éléve une
droite de 100 métres jusqu’au point C’.

Surprise ! Les points C et C’ ne coincident pas !
Pourquoi ? Parce que les droites temporelles BD
et AC n’ont pas la méme longueur. Rappelez-
vous, le temps s’écoule plus rapidement au point
A a 100 metres d’altitude qu’au point B situé¢ a 0
metre. La droite AC est donc plus courte que la
droite BD par une quantité égale a Aty gh/c’. Sur la
Terre ou I’accélération gravitationnelle g est égale
49,8 m/s%, il manquerait donc dans notre exemple
une picoseconde (107" seconde ou un milliéme de
milliardiéme de seconde) a la droite AC pour éga-
ler la droite BD.

Comme les points C et C’ ne coincident pas, on en
déduit que notre espace-temps doit effectivement
étre courbe pres de la Terre.






7. Le mouvement dans un espace-temps courbe

La description du mouvement dans I’espace-temps suit une régle toute simple, analogue a la régle qui
dit que “la droite est le chemin le plus court entre deux points” :

Un objet (en mouvement “libre” dans ’espace-temps) se déplace toujours suivant une
trajectoire dont le temps propre est le plus long.

(Par temps propre on entend par-la le temps mesuré par une horloge qui serait fixée a I’objet. La
trajectoire décrite par 1’objet suit alors I’équivalent d’une /igne géodésique dans 1’espace-temps.)

......
o’ s

% jeu. On a deux horloges identiques A et B situées
/ \ au sol a une certaine distance 1'une de 1’autre (di-
d N sons 100 m). (Il nous faut des horloges précises a
/ \ I’attoseconde pres pour faire I’expérience ! Une
/ \‘\ B attoseconde égale 107" seconde ou un milliardiéme

/ d’un milliardieme de seconde !
100 m (D )

’ Pour voir ce que cela signifie, considérons ce petit
A(S

On veut lancer I’horloge 4 de fagon a ce qu’elle
atteigne 1’horloge B en 100 s (tel que mesuré par
I’horloge B). Comment doit-on lancer cette
horloge A pour que le temps qu’elle indiquera a son arrivée au point B soit le plus long possible ?

Si on lance I’horloge A en ligne droite vers I’horloge B a la vitesse v = 1 m/s (pour simplifier les calculs,
nous négligerons ici la friction de 1’air), I’horloge B indiquera 100 s a son arrivée mais I’horloge 4, elle,
indiquera un temps un peu plus court en vertu de I’Eq. 4 puisqu’elle était en mouvement. Plus
précisément, elle indiquera 100 secondes moins 172 femtosecondes (ou 172 x10™" seconde). Peut-on
faire mieux ? Y a-t-il une trajectoire qui permettrait a I’horloge 4 d’atteindre 1’horloge B en 100
secondes dans le femps propre de B tout en indiquant elle-méme un temps propre supérieur ?

On a vu a I’Eq.5 que le temps s’écoule plus rapidement plus haut dans un champ gravitationnel. En lan-
cant I’horloge A4 vers le haut de fagon a ce qu’elle passe du temps en altitude, elle devrait normalement
indiquer un temps supérieur. Dans le cas présent, si on lance I’horloge A avec une vitesse initiale vy =
490 m/s formant un angle de 89,88° avec la verticale, la trajectoire qui maximisera le temps propre de
I’horloge A est une trajectoire parabolique qui atteindra 12 250 m en altitude (toujours en négligeant la
friction de I’air). Et arrivée au point B, ’horloge 4 indiquera alors un temps de 100 secondes plus 33
picosecondes (ou 33 X107 seconde). Aucune autre trajectoire ne peut donner un temps propre
supérieur.

Il n’est donc plus nécessaire d’invoquer une force pour expliquer le mouvement d’un objet dans un
champ gravitationnel. La notion de courbure de I’espace-temps alli¢e au principe du chemin ayant
le plus long temps propre suffisent. Et elles ont permis également d’expliquer certains mouvements
(comme la précession de I’orbite de Mercure) qui étaient restés un mystére dans la théorie de Newton.
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Appendice

Dans la théorie de la Relativité générale d’Einstein, la courbure de 1’espace-temps est décrite par
I’Equation du champ gravitationnel :

R, —~g =-8pGT _

2 my

ou Ry, est le tenseur de courbure de 1’espace-temps,
gw le tenseur métrique
et T,y le tenseur de densité d’énergie (ou de densité massique puisque E = mc?’).

Et le principe a I’effet qu’une particule suit une trajectoire dans I’espace-temps ayant le plus long temps

propre, s’exprime mathématiquement par I’Equation du mouvement d’une particule :

d’x" 0G” div dil =30
dlz VA dr dt

2 Tx" 9x" Ix7
=00 xh X2 x%) = (—ict, x, y, z) est le quadrivecteur de position spatio-temporelle
et T le temps propre.

est la “connexion affine”,

Dans un champ gravitationnel constant g et pour des vitesses v << ¢, ce principe peut également
s’exprimer ainsi : De toutes les trajectoires possibles, une particule de masse m suivra la trajectoire y(x)
pour laquelle la valeur de I’intégrale

% J. ”mgy -1 mvzﬂdt est maximale.
mc 2



